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Des Antilles et de la Guyane 
P.L.C. 1 - Mathématiques. 


Problème N°4 


La partie 1 comporte quatre questions indépendantes, dont les résultats sont 
utilisés dans certaines questions des parties 2, 3 et 4. 


Les candidats n'ayant pas réussi à traiter l’une ou l’autre des questions de 
la partie 1 pourront néanmoins faire appel aux résultats qui y sont clairement 
énoncés. 


LL 


1.2. 


1.3. 


1.4. 


PARTIE 1 


Soit z un entier naturel et x et t deux réels. On définit : 


1 
D = = + cos (x — £) + cos 2 (x — #) + ... + cos n(x — 1) 


- 
Montrer que : 
sin | En +9. (=) 

De ro pr sb ma 02 re] 

2 sin + 
2 

1 : 

Parks s:x—t=0[2x]. 


a et b sont deux réels tels que a < b ; soit f une fonction de classe C? 
sur [a, b]. 


>b bd 
Pour tout À réel, on note I, A f({t)sinAtdt et J, = J f(t) cos M dt. 
a a 
En effectuant une intégration par parties, prouver que I, et J, ont pour limite O 
quand À tend vers + ©. 


Soit f une application de R dans R, de classe C? et 2 x- périodique. 


Soit x un réel donné; on note par la fonction définie sur R par : 


FE) — f(x) 
2 in (=) 
VkezZ h(x+2k7n) = (—1)* f(x). 


Démontrer que k est une fonction de classe C? sur R. 


(VteR(t#x[2r): AG = 


a et b étant deux réels (a < b), on note I = [a, b]. 
. . . cualimure 
Soit (v,) ; en une suite de fonctions définies sur I et («,), «n une suite de réels 
positifs telle que la série > «A soit convergente et que : 
n>#}0 


Vxel VneN [v, (x) | dus 


U d 


ANT 


+ œo 


Monter que Pa Pen c Lisa SG)'= Da v, (x) est une fonction continue sur I. 


T=0 


b. Démontrer que : 


[ (So) dx — S 1 v, (x) dx 


nn =0 P =0 


(VrneN) 


<(b— a) D Ge 


P=n+i 


c. En déduire que : 


[ DE = > f' v, (x) dx. 


A=0 ñn= 0 


PARTIE 2 , 


2.1. Soit f la fonction réelle de la variable réelle définie par : 
VzxeR, f(x) = [sin® x|. 
Étudier les variations de + Tracer sa courbe représentative. 


Démontrer que f est une fonction de classe C2 sur R , mais pas de classe C*. 


2.2. Démontrer qu’il existe un couple de réels (A, B) tel que : 


VxeR, sin®x = A.sin x + Bsin3x. 


2.3. Pour tout entier naturel n , on pose : 


di = = f | sin°s| . cos (nt) dt by = =f |sin*s|. sin (nt) di. 
lire LT LEE 


a. Calculer b,. 
b. Calculer a,,+,. 


c. Exprimer a,, en fonction de n. 


PARTIE 3 


Soit f une fonction définie sur KR à valeurs réelles, 2 T-périodique et de 
classe C2. 


On note : 


(V ne N) an: f F(ë).cos (nt) dr 


b.(f}=— = f. FC) .sin (nt) de 
(Vxe R) uw, (x) = #9) 


(VxER)(VneN*) u,(x) = a, (f)-cos (nx) + b,, (f).sin (nx) 
(VxeR)(VreN) S,(x) = u, (x) + u, (x) + ... + u, (x). 


I 


3.1. En utilisant le résultat de la question (1.1), démontrer que : 


Ve VEN Se SIT Pie Ne 
u à A 2 sin (15€) 


3.2. x étant un réel donné et n un entier naturel, quelle est la valeur de : 
t 
LE sn Qn + D(€) |] 


f(x) ; 
d 2 an | -=* 
(=) 
3.3. En déduire que : 


VxeR VreN, 6-70 [780 an[ er + 0(25<)]e 


R étant la fonction définie dans la question (1.3). 


Es dt ? 
HT J _ 


En utilisant le résultat de la question (1.2), démontrer que : 


VxeR du, 6 = f(x): 


n=0 


PARTIE 4 


On suppose toujours que f est définie sur R, de classe C? et 2 x-périodique. 


4.1. a. En effectuant des intégrations par parties, calculer a, (f) et b, (f) en fonc- 
tion de a,(f')et b,(f79 (n e N*). 


b. En déduire qu’il existe un réel positif K tel que : 


K 
Vnel*,[a(Nl<- et |b,(f)] < 


ES 


c. Soit g une fonction définie et continue sur [— x, x]. En utilisant le résultat 
de la question (3.3), démontrer que : 


[70 g(x) dx = D if u, (x).g (x) dx. 


Nn=0O + 


ANT 


4.2. Démontrer, en utilisant le résultat de la question (4.1.c), que si f et g 
sont deux fonctions définies sur R, de classe C? et 2 x-périodiques : 


co 


IRCICEZ ee ms DAC, DAC) 


4.3. Soit f et g les fonctions définies sur Rpar : Vxe R, f(x) = g(x) = [sin° x] - 


x 
a. Calculer f sin° x dx. 


x 


b. En déduire que : 
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